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ABSTRACT. In this paper we present a study of the exact controllability
in the bouixdary, of the generalized telegraph equation
(Ki(z, t)y’)’+K2(z, t)y’+Ka(z, t)y— ~ ~— (aii(z~ t)»~!~) = O en
where Q is the finite cyllnder fix]O,T[ and fi is a bounded domain in
E?. The result is obtained by tSe HUM (Hilbert Uniqueness Method)
method introduced by J.L. Lions [8] and [9].
1. INTRODUCCION
Sea fi un dominio acotado de It” con frontera r de clase C
2 y Q el
cilindro finito fix]O, T[ con broixtera lateral E = I’x]O, T[. Consideremos
el sistema (*) que sigue con condicloixes de contorno no Somogéneas:
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(Ki(z,t)y’)’ + K2(z,t)y’ + Ka(z,t)x,
— ~ - (ai#z~ t)+É1-) = o en Q (•)
y = ti sobre E
y(O) = y
0 ¡¡‘(O) — y’ en fi
El problema de la controlabilidad exacta para el sistema (*) se bor-
muJa de la siguiente forma: “Dado T > O suficientemente grande, es
posible, para cada par de datos iniciales en un espacío apropiado sobre
fi, Sallar un correspondiente control ti, tal que la solucion y = y(x,t) de
(~), verifique la condición de reposo
y(T) = 0, y’(T) = O.”
El sistema () es una generalización de la ecuación del telégrafo
unidimensional:
CLy” + (CR + GL)y’ + GR~ — = 0,
en donde C, G, L y R son los coeficientes de capacidad, pérdida, au-
toinducción y resistencia, respectivamente, calculados para la unidad de
longitud, cb. AN. Tijonov-A.A. Samarsky [19].
En este trabajo probaremos que el sistema (*) es exactamente con-
trolable. Para tal usamos el método J-IUM (Hilbert Uniqueness Method)
propuesto por J.L. Lions [8] y [9]. esto es posible, gracias a que en nues-
tro caso tenemos unicidad, reyersibilidad y regularidad de soluciones.
Interesado en la controlabilidad exacta para el sistema (*) notamos
que el caso Ki(z,t) = 1, K
2(x,t) = Ka(z,t) = O y a~ftz,t) = 6~ga(t)
fue estudiado por J.L. Lions [10] y J.E. Muñoz Rivera [17], y el caso
Ki(z, 1) = 1, K2(x, 1) = Ka(z, t) = O y a11(x, t) = ó1~a(z), por E.
Zuazua [21]. Seguidamente R. Fuentes [6] analizó la situación Ki(x,I) =
1, K2(x,t) = K3(z,t) = 0. Nuestro análisis es diferente alde los autores
mencionados arriba y los incluye.
Diversos autores usaron el método HUM en el estudio de la controla-
bilidad exacta de sistemas distribuidos, entre ellos podemos mencionar:
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L.A. Medeiros [14], LA. Medeiros-R. Fuentes [13],C. Fabre-JkP. Puel [5],
E. Zuazua [20], [21], C. Fabre [4], V. Komornik [7] y M. Milla Miranda
[15], [16].
2. RESULTADO PRINCIPAL
Primero introduciremos algunas notaciones (cf. J.L. Lions [9]).
Sean xt> E IR”, mQr) la función a’ — a’0 y v(z) el vector normal uni-tario en a’ E 1’, dirigida hacia el exterior de fi. Consideremos:
n 1/2
R(x0) = max¡¡m(x)¡¡ max Z(a” — x2)2
rEO
I=1
Dividimos la frontera F de fi en dos partes:
r(z0) = ja’ E r: m(x).I/(z)> 0}
= {~ E 1?: m(z).v(z) =0} = 1’ \ r(z%;
así como la frontera lateral E:
= r(z0)x]o,T[
= r,(x%x]O,T[= E \ S(a’0)
Representemos por A
1 el primer autovalor del problema espectral
= 4 so E ¡<¿(fi).
Sean Alt, 1<2, 1<~, ~ : ll~ x [O,oc[—*]0, oo[ funciones continuas.
Consideremos las siguientes Sipótesis.
K(a’,t) =ao > 0, VI E [0,T] c.t.p. en fi
K~ E C([0, T];Wíco(Q)) O W
2~(O, T; L”’(fi))
(Rl)
Kf E Lí(0,+oc,Lcc~(fl))
a,,,
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E L”XO,T; W”””(fi)) o W2’~(O,T;L~(fi)){ I<~2 E (ff2)
Ka E
(¡<3){ K~ E Lí(O,+oc,Lco(fi))
La matriz (a
1~) 1 =~ =n es simétrica y uniformemente
coerciva sobre Q, cierre de Q.
~ e 01(0)
E L~(Q)
(¡<4)aU E Ll(0,+cc,LW(fi))
Existe 6 > O tal que
V{a’,t} E Q e E It”
(Aquí y en lo que sigue adoptamos el convenio que dos índices repetidos
indicarán sumación).
Deseamos actuar solmente sobre una parte de la frontera E, lo que
formularemos como sigue.
Consideremos el siguiente sistema:
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I (K,(z, t)y’)’ + K2(z, t)y’ + Ka(a’, t)y + A(t)y = O en QY = 1v sobre YJ(z0) (2.1)lo sobre E \ fl(z0)y(O) = Y%y’(O) = en fi
donde
81
En (4.17) daremos un tiempo especial T
0 dependiendo de u,
A1,ao,ao,6, las funciones K1,1<2,K3,a~5 y sobre la geometría de fi.
Ahora enunciaremos el resultado principal de este trabajo.
Teorema 2.1. Supongamos que las hipótesis (ff1)-(¡<4) sean sat-
isfecitas. Sea T > T0. Entonces, para cada dato inicial {y
0, y1} pertene-
ciendo a L2(fi) x 11’(fi), eziste un control ti ~ L2(Z(A)) tal que la
solución ultradébil y = y(x, 1) del problema satisface
y(T) = O, Y’(T) = O.
La prueba del teorema 2.1 será dada en las tres secciones siguientes.
3. EL PROBLEMA HOMOGENEO
Introduciremos algunas notaciones que usaremos a lo largo del tra-
bajo. Con (‘~‘)‘¡ - 1 denotaremos el producto escalar y la norma de
12(0) y con ¡~ . ¡¡, la norma de ¡<¿(fi) dada por la forma de Dirichlet.
La dualidad entre el espacio E y su dual E’ será deixotada por
En esta sección obtendremos la existencia y la identidad de la ener-
gía para soluciones del siguieixte sistema homogéixeo:
464 lA. Soriano{ (K1(z,t)~’)’ — (K2(z,i)~)’ + Ka(z,fl4+ A(t» = f en Q
=0 sobre E (3.1)
«O) = ~0,#~(O) = en fi.
Con dato {q5’,e~’,f} en ¡<¿(fi x 12(1?) x L
1(O,T;12(fi)). LLamaremos
solución débil del problema (3.1) a la función ~‘: Q ~ 11, si ~ pertenece
a la clase
~ C L¶O, T; ¡<¿(fi)), ~‘ E L~(O, T; L2(fi))
satisface la ecuación
d (KiqV tu) — ((K2#)’, tu) + (K~¿¡$, tu) + a(t, ~,tu) = (f, tu) (3.2)
en el sentido de V’(O, T), Vin E ff¿(1?) y las condiciones iniciales
«0) = #, ~‘(O)= #~.
Aquí,
1 8# 8w da’.
— 1 ‘~‘ ‘ — ¡tu
1 — a~, r, — a~~(z, 1) ~ 8z~
Teorema 3.1. Sean
~ ÉJI¿(fi) o ¡<2(fl), ~ E ¡<¿(1?), 1 E W
1”(O, T; L2(fi)).
Entonces eziste una zínica función ~: Q ~ IR tal que
~ C L~(O, T; ¡<¿(fi) fl ¡<2(fl)) ~‘ E L~(0, T; ¡<¿(fi)),
(3.3)
#“ E V’(O,T;12(fi))
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(Ki4>’Y — (1<24>)’ + K3.~,b + A(t)4> = f c.t.p. en Q. (3.4)
El Teorema 3.1 se prueba aplicando el método de Faedo Galerkin
con dos estimaciones. La solución 4> obtenida en el teorema 3.1 se llama
solución fuerte del problema homogéneo (3.1).
El Teorema 3.1 nos permite obtener el siguiente resultado:
Teorema 3.2. Sean
e ¡<¿(fi) 4>1 ~ L
2(fi), fe L1(0,T;L2(fi)).
Entonces
Existe una única solución débil 4’ del problema (3.1) perteneciendo
a la clase
4> E C([O,T]; ¡<¿(fi)) o C1([O,T]; L2(fi)). (3.6)
La aplicación lineal
¡<¿(fi) x L2(fi) >< L’(O,T;L2(fi)) —* C([O,T];If¿(fi))fl
C1([O,T];L2(fi)) (3.7)
es continua, 4> obtenida en (3.6).
La solución 4> italUida en (3.6) satisface
1 4>(t), t —
2 1 4>~(t)l2 + ~a(t, 4>0) —
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= !íKí/2 1 0
2 ‘ (Q)4>i¡2 + ~a(O~4>,4>t9~
+ ~ í a’(s,4>(s),4>(s))ds — 1
- (3.8)
+ /(K~4>~~4«))d + J(K~(s)4>(s)~4>’(s))d8—
— (J<~4>() 4>’())d + (f(s), 4>’(s))ds.
El Teorema 3.2 se prueba utilizando el teorema (3.1) mediante apro-
ximaciones.
Ahora consideremos un problema homogéneo que será utilizado en
el estudio de la regnlaridd de la solución y = y(z, t) del problema () de
la introduccióix. Esto es,
I (1<,(z,t)4>9’ — (K2(x,t)t)’ + Ka(z,t)4>+ A(t)4> = f’ en Q4> = O sobre E (3.9)
4>(O) = O, 4>’(O) = O en fi
Teorema 3.3. Sean
fE L
2(O,T;H¿(fi)), f’ E L2(O,T;L2(fi)), f(O) = O.
Entonces la solución débil 4> del problema (3.9) satisface
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¡K1’2(O4>’(t) — K1~2(t)f(t)¡ + ¡I4>(O¡¡ =
=ej¡If(t)IIdt
2 VIE[O,T] (3.10)
donde e es una constante independiente de 4> Y f.
Demostración: La igualdad (3.8) del teorema 3.2 aplicada al prob-
lema (3.9) nos permite obtener:
~IKV2(O4I(í)I2l «1), «1)) =
±jc a’(s, 4>(s), «s))ds — ~ j (K~(s)4>’(s), 4>’(s))ds+
(3.11)
+¡ (K2(s)4i(s), 4>’(s))ds + j (K(s)4>(s), 4>’(s))ds—
— ~/(•ff(~~)4>(~) 4>’(s))ds + jt(f’() 4>’(s))ds.
Integrando por partes y notando que f(O) = O, obtenemos:
j(f’() 4>’(s))ds = (1(t), 4>’(t))+
+ j (Kfí(s)K(s)f(s), 4>’(s))ds— (3.12)
— j <Kf’(s)f(s), (Kí4>’)’(s)>ds
sabemos que
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(K,4>’)’ = — A(fl4> + 1<24>’ + K4> — 1<34> (3.13)
sustituyendo (3.13) en (3.12> resulta
I
t
(f’(s), 4>’(s))ds (f(t), 4>’(t))+
+ ¡ (K{1(s)K~s)f(s)4>’(s»ds — j(Kf’(s)f(s),f’(s))ds+
I
t<K~’(s)f(s),A(s)4>(s)>ds — j(K{1(s)K
2(s)f(s),4>(s))ds—.
1 (Kf1(s)K~(s)f(s) «s)ds + j (A7’(s)Ks(s)f(s), «s))ds
después de integrar por partes el tercer término del lado derecho de la
igualdad anterior, obtenemos:
4>’(s))ds = (f(Q, 4>’(t)) — 2 (Kf’(í) f(t), f(t))—
— 1 j(1<—2(s)1<;(s)f(s) f(s))ds 4 ¡(K{’ (s)K~(s)f(s), 4>’(s))ds+
(3.14)
+ Ji <K11(s)f(s)A(s)4>(s)>ds —
— Ji (Kit(s)K~(s)f(s),4>(s))ds +
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De las igualdades (3.11) y (3.14) se obtiene fácilmente:
!¡K1/2(t)4>~(t) — K1í~’2(t)f(t)¡2 + ~a(t, 4>(t), 4>(t)) =2
1 Ji ¿(s, «a), 4>(s))ds — ~ Ji (K(s)4>’(s), 4>’(s))ds+
+ Ji (K(s)4>’(s) 4>’(s))ds + Ji (A~(s)4>(s), 4>’(s))ds—
(3.15)
— 1 Ji (1<2 (s)K(s)f(s), f(s»ds + Ji (Kf’(s)1<f (s)f(%s), 4>’(s))ds+
L
i
+ ]<K11(s)f(s),A(s)4>(s))ds— (K1(s)K
2(s)f(s),4>’(s))ds—
— ¡(1<11 (s)K(s)f(s) , 4>(s))ds + j(KF1 (s)Ka(s)f(s), 4>(s))ds.
Haciendo 6 = KI’
24>’—K11”2f en (3.15) y sustituyendo 4>’ por 1<11/26+
1<111 en esta igualdad, obtenemos después de cálculos directos
1 21
¡OQt)j+ ~a(t~4>(i)~4>(t))=
~Jit a’(s,4>(s),4>(s))ds — ~
+ Jit(Khí(s)K2(s)B(s) B(s))ds + Ji (Kf312(s)K
2(s)f(s), 6(s))ds+
(3.16)
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+ JikK;1/2(s)1<~(s)4>(s), 6(s)) + ¡ a(s, K§ (s)f(s), 4>(s))ds+
+ Ji (K{’(s)Ka(s)f(s), 4>(s))d.s.
Mayorando la igualdad (3.16) deducimos
~I6(O¡2 + 1¡¡4>(j)¡¡2 =cf (¡6(s)¡2 + ¡¡4>(s)¡¡2)ds+
(3.17)
+ e Ji ¡hf(~)¡k1I~(5)¡ + I¡#(s)I¡)ds,
donde e es una constante independiente de 4> y f. Utilizando la desigual-
dad de Gronwal] en la estimación (3.17) resulta
¡B(fl¡ + ¡¡4>(t)¡¡ = c Ji ¡¡f(s)¡¡ds. (3.18)
Sustituyendo O por su definición en (3.18), se deduce la estimación (3.10).
U
4. DESIGUALDAD DIRECTA E INVERSA
El objetivo de esta sección es estimar la derivada normal ~ 4> lami’
solución débil del problema (3.1).
De acuerdo con la hipótesis (114) tenemos
ao.E~¿~ =a15(z,t)¿¡¿~ =a¿¿1¿~, V{z,t} E Q, V¿ E ]R”(ao >0) (4.1)
La energía del sistema (3.1) es
E(í) = ~¡1<1/2(t)4>~(O¡2 + 1 (4.2)
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1
E’(t) — 2
+ (J<2(t)4>’(t), 4>’(t)) + (.K~(t)4>(fl, 4>’(fl)—
— (K3(t)4>(t),4>’(t)).
Mayorando el lado derecho de la igualdad anterior obtenemos
¡E’(t)¡ =G(t)E(t)
donde
G(t) = a¿
1/13(t) + aU1¡IKI(t)¡¡LOC(o) + 2a¿’¡¡K
2(t)¡¡LOO<o;-4-
(4.5)
—1/2 —1
12A~’12¡¡ —1/2
£Z~3 a
0 K(t)¡ILOO(Íz) + a0 0 1
de la desigualdad anterior se sigue:
—G(flE(í) =E’(t) =G(t)E(t). (4.6)
Usando las hipótesis (H1)-(114), sección 2, sobre las funciones K~,
1<2, K~ y a~5podemos acotar cada término que define G y de (4.5) se
obtiene
Ji G(t)dt s C0. (4.7)
Combinando (4.6) y (4.7) concluimos la prueba del teorema. U
Seguidamente, probaremos una igualdad qúe es fundamental en la
obtención de la estimación para
Teorema 4.2. Sca (qe)í<tcn un campo de vectores tal que qe E
C’(S’~) para 1 < 1 _ ix. Entonces cada solución débil 4> del problema
(3.1) verifica:
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ir ¡ 84> \T
~]a15z~’¿v5qeve(~) dE= ~Kí4>’~qey—) o +
1 f 8(K~q¿,2 1 f 84> Oq, 84>
+ ~ 1 <~ 4>dxdt — aíj————dzdt+
8z~ 8z, 8z~
84> da’dt — 2JQ 8a15 84> qe .91.dxdt— (4.8)
Oz, 8z~ 8z~
J(K24>)’q¿P±dxdt ¡ 84>— — Ka4>q,—dzdt—
— ¡ fq4±dxdt.
Demostración. Primero, probamos la igualdad (4.8) para solu-
ciones fuertes 4> del problema (3.1). Luego por densidad se sigue para
soluciones débiles. Así 4>(t) E ¡<¿(fi) fl ¡U 2(fi), 4>’(t) E ¡<¿(fi).
Multiplicando la ecuación (3.1)~ por q4,,t e integrando sobre Q,
obtenemos
J(Kí4>’)’q4É-da’dt —
+ L K~4>q, »~d~d~ +¡ A(t)4>q,~±dxdt= (4.9)
= L fq1»~±dzdt.
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Integrando por partes en t y aplicando luego la bórmnla de Green en el
primer término de la expresión (4.9) resulta:
J q,
2tdxdí (Kit.y,qtÉt) T
+q Ox, Ox, o
(4.10)
+~ O(K1~t)(1<
1q,)4>~2d~dj
Para el cuarto término de (4.9), usando la fórmula de Green se obtiene:
di = 1 2±dzdt+f A(i)4>q,=da’Ox, ~ Ox
5 Ox1 Ox,
(4.11)
f 84> 824> dxdt [ 84> 84>
+ a,q~ a;¿-r-— Ox,
]q ‘Ox5 8x18a’, — ~ -~ q,—v1dS.
Aplicando el operador k sobre a~ A@#. q, y notando que a15 = a51,
ará
deducimos usando la fórmula de Green en el segundo término del lado
derecho de (4.11), que
r 04> 8
24>d
2] a
15 q, Ox18x~ xdt=Ox5
—[ 0a15 04> q~-~--dxdt— (4.12)
Jq Oa’, Ox5 8a’~
— 1 ..=?!~.=dxdt+ 1 a~s 84> 84>J a.%~,. Ox, Ox¿ j,
Se sabe que = v1~ sobre r (Ver J.L. Lions [9]), por lo tanto
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if 84>84> f 84>04>
— 1 —q,—v,dZ — a15—q,—v1dS =2 a15 Ox5 8a’1 J~ Ox5 Ox,
(4.13)
— ~ a15v¿v5q1v1
Combinando las expresiones (4.11), (4.12) y (4.13) se obtiene:
8 J 84> Oq, 04> d dt—JA(t)4>q,gtdxdt= ~ a15~- t9~, Ox,
f baíj 84>
84>dd 1 1 04> 8q
,
¡ ______2 Jq Ox, Ox
5 Ox1 2 Ox5 Oa’, oxj di— (4.14)
it ‘84>~ 2
—~jaiyviv5q,v, s) dE.
Sustituyendo (4.10) y (4.14) en (4.9) y transponiendo términos ade-
cuadamente, resulta la identidad (4.8). U
La siguiente desigualdad a demostrar se llama desigualdad directa
para el problema (3.1).
Teorema 4.3. Sea 4> la solución débil del problema (3.1). Entonces
c lA(S) y
L (~)2dz < 4~0+ (Ji2’)2J
donde e es una constante independiente de 4>
Demostración: Del teorema (4.1) parte (4.4) se tiene la siguiente
estimación
476 JA.
+ a(t, , 4>(t), 4>(fl) = cEo + e(Ji ¡f(t)¡dt) , ‘It E [0,2’].
(4.15)
Consideremos la identidad (4.8) con q¿ = u1 sobre r. Observemos que,
usando la estimación (4.15), Is integrales sobre 1? de (4.8) pueden ser
acotadas por
4E0 -4. (JT If(t)¡dt)1
las integrales sobre Q por
c(T+ l4Eo+ (Ji7” ¡f(t)¡dt)]
y la integral f,~ f qe ~ dxdi por
cE¿12 Ji ¡f(t)¡dt + c(j If(OIdt).
Por otro lado
(84>7 1 [(84>52 dE.~¡ a~5u~v5v1v1 — di] > —a0
k8v) ~2 isk8v)
Combinando las estimaciones anteriores y (4.8) con qe = u1 sobre r
resulta:
=c(T + 1) [Eo + (JT ¡f(t)¡dt)] + cE¿’2 JT jf(fl¡dt.
Mayorando la desigualdad anterior se obtiene el resultado el teorema
4.3. U
Para establecer la desigualdad inversa para el problema 3.1 con
f = O introducimos algunas notaciones. Del Teorema 4.1 parte (4.3),
obtenemos
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C1Eo < E(t) =C2E0, Vt e [O,oc[ (4.16)
— eCO C — eCo)
El tiempo T~ es definido por:
— [2a”
2¡¡Kí¡IQ(Q)R(x~) + a¿1 ¡¡ni¡¡L1(o,+~,)R(x0)+
(4.17)
+ M
1 + 1v!2 + M3]C2C-4’.
donde
= suPess(Z
9
6
1~(x,t) ) E
= (n—6) —1/2 ra’/2x1/2írK II,
2 a
0 a0 ~ 10111 2¡uL (0,+o,,Loo(O)>
+ 2a~/2¡¡K~I¡L,(o,+~,,Lm<o)>]
=
+
= Ai’a¿’¡IKa¡¡L1(o,+~,Loo(n>)[(n —6) + 2.Ai/
2R(xO)]
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Teorema 4.4. Sea 2’ > T0. Entonces cada solución débil 4> del
problema (3.1) con f = O, verifica
1 ~84>”2~R(x0)a1I dS>6C1(T—To)Eo.2JE(,,O) \8V/
Obsevación 4.1. Notemos que si las funciones 14 = 1, K
2 =
= O y a¿5 = ¿í~ entonces £7~ = = 6 = a0 = 1, M1 = 1142 = 27 = O
lo que implica To = 2R(x
0). Este es el tiempo To determinado en J.L.
Lions [9] y en V. Komornik [7Jpara la ecuación it” — Att = O.
Demostración del teorema 4.4.: Consideremos la identidad
(4.8) del teorema 4.2 con el campo particular q, = = x¿ — a’2 y
después de hacer cálculos directos obtenemos
~jaisvivsmtve(~=)2ds —
2J,~ Ox,
(4.18)
84> _ 18a~~ 84> 84>1~L[(í—e)ais~É-
x~ Ox
5 28x,mfbxi ~ jd dt—
n—6 ÍÍKÁvÁddt — ¡ (K24>)’m,-
91-dxdt+
2 J~k2W)t1Jx iq Ox,
____ 84>fK~¿7’dxdt+/ Ka4>m,—dxdi+ Jqiq Oz~2
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donde 6 es un número real positivo arbitrario.
Utilizando la hipótesis (¡<4)5 en la identidad (4.18) obtenemos la
siguiente desigualdad
~ j aísuívsm¡ve(~É)2ds>
(Ki4>>mty—+ 2 4> T+ÓÍTÉ(t)dí+, 84> n—6 ) ~
ir 8K~ ‘2 n—6 f
— 1 —m,4> dxdt — — I(Kr¿4>)’4>dxdt— (4.19)
2 Jq Ox, 2
f 84> fl~6f 2
m¿
8~,dxdt + 2jit3~axaz±
+ J 84
>
Ka4>m,8dxdt.
Haciendo cálculos análogos a los realizados en J.L. Lions [8]y [9]
(Kí4>’,m4É-+ fl;64>)
2p Ox, 2 21=¡¡K1¡¡~f~~ [~¡1<i/2#i¡2 1 84> +
Tomando ji = a¿1/2R(xO) > O y utilizando la estimación (4.16) en la
desigualdad anterior, resulta:
04> n—6 5 —1/21/2m1— + 4>’ =a0 I¡Kí¡¡Loo(q)R(x
8a’, 2 /
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lo que implica
84> n—6 NT(K14>’, m1— + 4>! =2a¿112t¡Kí¡¡k2(Q) R(x0)C2Eo. (4.20)
Ox, 2
Los otros términos del miembro de la derecha de (4.19) quedan acotadas
utilizando la estimación (4.16) de la siguiente manera:
JiT =ÓTC1E0. (4.21)
1 f OR•1m4>~2dxdt
24 dx, =—a0 ¡¡27I¡t’ (O,+oo)R(A)C2EO. (4.22)
— !L±J (K24>)’4>dxdt>
n — 6 —1/2 —1 (4.23)
=——a0 a02
— (n — 6)a¿’Af
1 11K¡¡LI(o,+oo,Loo(o))C2EO.
f , 84>
— m
1y—dxdt
~‘
2a
0 R(x
0)IIKaI¡LI(O,+oo,Loo(fl)>C2E0 (4.24)
— 2a¿íAií/2R(xO)I¡K~¡¡L,(o+oc,Lw(o))C
2Eo.
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(KÁ2ddt n—6 _n—6 ___1 — 2 aÓ’=’¡IK3I¡L1(o,+~,Loocn))C2Eo.
(4.25)
LKa4>m, dxdt> ~2a¿~íArl/2 R(x0)¡¡1<a¡¡LI(o+00L0o(o))C2EO.
Así, utilizando las estimaciones (4.20)-(4.26) en la desigualdad (4.19)
obtenemos:
1 a15v~u5iqm1 ~
2di] =6C
1(T — To)Eo. (4.27)
~IS(xO> ()
El miembro de la izquierda de (4.27) se puede acotar como en J.L. Lions
[9] por
Combinando (4.27) y (4.28) finalizamos la prueba del teorema. U
5. CONTROLABILIDAD EXACTA
En esta sección concluiremos la prueba del teorema 2.1. Consider-
emos el problema
I (K1(x,t)z’)’ + K2(z,i)z’ + Ka(x,t>z + A(t)z = O en Qz = ti sobre E (5.1)40) = z%z’(O) = A en fi
Primero definiremos el concepto de solución del problema 5.1. Mul-
tiplicando ambos miembros de (5.1)~ por 9 = 9(z, t) e integrando por
partes sobre Q formalmente, resulta:
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+ K2z’ + K3z + A(t)z]Bda’dt =
— 4 Ki(O)z’(O)B(O)dx + 4 Ki(O)z(O)6’(O)dz—
(5.2)
L ¿96— K2(O)z(O)6(O)dx + a~5v1v5 —zdE+4
8v
+ J zfdxdt,
donde 6 es la solución del problema{ (KíB’Y — (1<26)’ + K~6 + A(t)6 = f en Q
6 = O sobre E (5.3)
6(2’) = 6’(T) = O
Si f E L
1(O,T;12(fi)), por el teorema 3.2 y gracias a la reversibilidad
del problema (5.3) con respecto a la variable tiempo sobre el intervalo
[O,2’], tenemos que la solución 6 del problema (5.3) verifica
6 E C([O, 2’]; ¡<¿(fi)) fl C1([O, T]; 12(1?))
T (5.4)
¡6’(O)I + ¡¡6(O)¡¡ =c Ji f(t)¡di
y por el teorema 4.3 y reversibilidad del tiempo se tiene
86E L2(E) — <4 f(t)~dt8v ‘ 8v L2(S) J0 (5.5)
donde c es una constante independiente de 4> y f.
Motivados por (5.2)-(5.5) introducimos la siguiente definición: Sea
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A E 12(1?), 0 e H’(fi), ti E L2(S). (5.6)
Decimos que z E LCO(O, 2’; 12(1?)) es una solución ultradébil definida por
transposición del problema (5.1) con datos en la clase (5.6) si
JiT(z~f)dt = <1<í(O)z’,6(O)> — (1<
1(O)A,B’(O))+
(5.7)
+ (1<2(O)z% 6(0)) — Ji (V~ a¿jv¿v5 di.
para cada f E L’(O,T;L
2(fi)) donde O está relacionado con f por el
problema (5.3).
Claramente la solución z dada anteriormente es única. También
tenemos, de (5.4) y (5.5), que
¡¡ZI¡LOO(O,T;L2(O)) = c(¡z0¡ + ¡¡z1¡IH—1cn) + ¡Iv¡1L2(r)), (5.8)
donde e es una constante independiente de z.
Seguidamente probaremos un resultado que utilizaremos para de-
mostrar la regularidad de la solución ultradébil del problema (5.1).
Sea f E Z’(Q), 22(Q) es el espacio de las funciones de prueba sobre
Q, y B la solución débil del problema
I (K<x,OB’)’ — (K2(x,t)B)’ + 1<a(x,t)6+ A(t)6 = f’ en Q6 = O sobre E (5.9)
O(O) = O, B’(O) = O en fi.
Del teorema 3.3 (Vea sección 3), tenemos:
T
¡K1’
2(t)6’(t) — 1<j’12(t)f(t)¡ + ¡¡6(t)¡¡ = c Ji ¡¡fQ)¡¡dt, ‘It E [0,2’]
(5.10)
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donde e es una constante independiente de O y f. En virtud del teorema
4.3, ~ E L2(2).
Lema 5.1. Cada solución débil 6 del problema (5.9) verifica:
donde c es una constante independiente de 6 y 1~
Demostración: Utilizando la identidad (4.8) deI teorema 4.2 para
el problema (5.9) y las siguientes igualdades
6’ = K§/2(K;/26I — K’12f) + 1<j’f
612 = K~1(1<i/2BI — 1<11/21)2 + 2Kr’2f(K;~6’ —
+ 1<1212,
después de cálculos directos se obtiene:
(1< ,qe—
18v 6’ 1 +a¿jvjvjq¿v~ — di] =
1 f 8(Ka,~’ 12
+—i K{’ ~l~J(xi/2ef — x—/Í)2dxdt+2 Jq Ox, 1
+ L K13/2?AJ.q,f(41261 — Kf”2f)dxdt—
— j K11/2.9Lq,(K~/26J K1/
Ox, — 1 2f)da’dt—
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11 86 Oq, OB
— a15 y—— —dxdt+
Ox, Ox1
+ J a~4-ó-~~t~dzdí ‘¡ O:íj OB OB8q,y—dxdt—
f 80—] K~q,y—Odxdt— (5.11)
2 86 —1~2
K2q,— (K1/2B~ K1’f)dxdt—J _Ox, ~
—1 Kf’K2q,~fdxdt +L K3~¿B»~-9—da’dt.
Tomando q, E C’(ffl, 1 =A < n tal que q¿vj = 1 sobre r, y acotando la
expresión (5.11) por la estimación (5.10) obtenemos una constante c > O
tal que
2
lo que implica, por la hipótesis de coercividad sobre las funciones a~5,
06 <cJi
T¡¡fen¡dÍ~
0v
donde e es una constante independiente de O y f. U
Teorema 5.1. Cada solución ultradébil z del problema (5.1) tiene
la regularidad
z E C([O, 2’]; L2(fi)) fl C1([O, 2’]; ¡<1(fi)) (5.12)
y la aplicación lineal
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L2(fl) x ¡<...1(fi) x L2(E) —* C([O,T];L2 (fi))0C1([O,2’];ff’ (fi))
{z0,21,v} ‘-.4 2
es continua.
Demostración: Primero probemos que z E C([O, T]; 12(11)). Sien-
do A, 21, y pertenecientes a la clase (5.6) existen sucesiones de vectores
(z~), (4), (VM) de ¡<¿(fi), 12(1?), ¡<¿(0,2’;H3/2(r)), respectivamente,
tal que
0 0 r2tn~ 1 12~ —.z en tini z —* z en
~,~/2
(5.13)
—. ti en L2(E).
Sea ~, una función en ¡<¿(0,2’; ¡U2(Q)) tal que y?,, = {v,,,O}, y función
trazo sobre 11’, y it,, la solución del problema
(K
1t43’ + K2n. + Katt,, + A(t)n,, =
— —[(K1ii,)’ + 1<2; + K3?,, + AQ)iv,] en Q
(5.14>
it,, = O sobre E
n,,(O) — zO nl (O) — en fi
Entonces se demuestra de manera análoga al teorema 3.2 que la solución
débil u,, del problema (5.14) tiene la regularidad
it,, E C([O,2’; HJ(fl)) fl C
1([O,T]; 12(1?)).
Luego tenemos que z,, = it,, +?,, es la solución del problema (5.1) con
datos z% 4, ti,, y z~ E C( [O,T];L2(fi)). Por lo tanto, de (5.8)
hz,, — 2¡¡LOC(O,T;L2(O)) =cflz~ — Al + ¡Iz% — zl¡H—1(o> + ¡¡y,, — ti¡¡L2(r)].
1
1
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Tomando límite en esta expresión y usando la convergencia (5.13) y la
regularidad de z~, obtenemos z E C([Q,T];L2(fi)).
Ahora consideremos f 6 22(Q) y 6 la solución débil del problema
I (K~6’)’ — (K26)’ + K3B + A(t)B = 1’ en QB = O sobre E (5.15)
6(T) = O, B’(T) = o
Entonces por la reversibilidad del problema anterior y el teorema 3.3
obtenemos que
T
¡K1’
2(t)B’(t) — K[”2(flf(t)¡ + ¡¡B(t)¡¡ =c Ji I¡f(t)¡¡dt, ‘It E [0,2’]
(5.16)
y por el lema 5.1
OB LI
Ovjj L2(E) JO
Tenemos que 2~ E ¡<‘(O,2’;L2(fi)), ya que z E L2(O,T;12(fi)).
Entonces
(0, f> = —(z, f’)L’(q) = — jT(
2 f’)dt.
Como z es una solución ultradébil definida por transposición del prob-
lema (5.1) tenemos de (5.15)
JiT<f~)dt <Ki(O>z
1,B(O)> — (Kí(O)z0,6’(O))+
+ (K
2(O)z%B(O)) — JiT (v,aiivivi~) di.
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De las estimaciones (5.16) y (5.17) obtenemos
7”
¡<z’, 1)1 =c[IAI + I¡Z’¡IH—1(O) + ¡¡ti¡IL2(fl] Ji ¡¡f(t)¡¡dt, Vf E 22(Q)
lo que implica por densidad de 22(Q) en L’(O,T; ¡¡¿(fi)) que z’ E L~c>(O,
2’;¡<1(fi))y
¡¡Z¡ ILoo(0,T;H—I(Cfl) < c[¡z0¡. + I¡z’¡¡H—lo-o + I¡V¡¡L2(fl]. (5.18)
Por argumentos siffiulares como en la primera parte de la prueba del
teorema y observando que z~ E C([O,T];H’(fi)) concluimos que z’ E
La continuidad de la aplicación lineal fA, A, 4 ~-* z se obtiene por
(5.8) y (5.18). U
Ahora finalizaremos la prueba del teorema 2.1. Sea 4> la solución
débil del problema{ (K,4>’)’ — (K
24>)’ + K34> + A(t)4> = O en
4> = O sobre E (5.19)
4>(0) = 4>0 4>’(0) — 4>1 en 1?
Con {4>0,4>1} E ¡<¿(fi) x 12(n) Entonces debido a los teoremas 3.2, 4.3
y (4.4) tenemos
4> E C([O,T]; ¡<¿(1?)) n C’([O,T]; 12(1?))
12(E) y
______ 84
>
(2’— TO)EO = < cEo. (5.20)0v _
Con 4> construimos la solución ultradébil * del problema
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(1-4*’)’ + 1<2*’ + K~4’ + A(t)* = O en Q
OsobreZ\E(z”) (5.21)
*(T) = O,*’(T) = O en 11
Entonces por el teorema 5.1 y gracias a la reversibilidad con respecto al
tiempo en [0,2’] del problema (5.21), tenemos que * pertenece a la clase
* E C([O,T];L2(fi))fl C1([O,2’];¡<’(fi)).
También tenemos
<1<í(O)4”(O) + K2(O)*(O), 4>0> — (Ki(O)*(O),4>’) =
di]. (5.22)
La expresión (5.22) induce a definir el siguiente operador
A{4>0, 4>1 } = {K~(O)*’(O) + K
2(O)*(O),—K~(O)*(O)}
De (5.22), obtenemos
84>2 84>a0 =<A{4>%4>’},{4>%4>’}> =a1 —8v 8v
L
2(E(r0))
De la estimación anterior y (5.21) implica que A es inyectiva. Con
{~O,#1} determinamos la solución débil del problema (5.19) y con
mi,
la solución ultradébil definida por transposición 4, del problema (5.21).
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Analogamente a la expresión (5.22) se obtienen las siguientes expre-
siones:
04>04>
<A{4>v,4>h},{4>~~,4>~}) = 8v 8v
04>04’= 8v 8v
De estas dos últimas igualdades obtenemos que A es auto-adjunto. Así
A es un isomorfismo de ¡<¿(fi) x 12(1?) en ¡<1 X L2(fi). (5.23)
Sea {Y%y1} E 12(11) >< ¡¡—1(1?). Entonces por (5.23), existe
{4>O,4>1} E ¡¡¿(fi) x 12(1?) tal que
A{4>0,4>’} = {I=lt(O)y’+K2(O)Y%—Rlt(O)Y0}.
De esta igualdad y de la definición del operador A concluimos
*(O) = ~0, *‘(O) = y’ (5.24)
donde * es la única solución ultradébil de (5.21) y 4> es la única solución
débil de (5.19).
Si consideramos
V = en8v
en el problema (2.1) con datos iniciales {t, Y1} perteneciendo a 12(2) x
¡<—1(1?) resulta que tal problema tiene una única solución ultradébil y.
Observemos que de (5.21) y (5.24) obtenemos que * es también solución
ultradébil del problema (2.1). Luego por la unicidad de solución vemos
que Y = * y consecuentemente de (5.2í)~ concluimos que
¡42’) = O, y’(T)= O. U
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